Sur les catégories accessibles multicomplètes  by Ageron, Pierre
Journal of Pure and Applied Algebra 170 (2002) 109–114
www.elsevier.com/locate/jpaa
Sur les cat$egories accessibles multicompl%etes
Pierre Ageron
Departement de Mathematiques, Universite de Caen, 14032 Caen cedex, France
Received 11 January 2000; received in revised form 25 April 2000
Communicated by J. Ad$amek
Abstract
We prove that an accessible category is multicomplete if and only if it has all connected
colimits. c© 2002 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
MSC: 18A30; 18C30; 18C35
Les cat$egories accessibles multicocompl!etes (au sens de Diers, voir [3]) sont bien
connues. On sait que ce sont exactement les cat$egories accessibles poss$edant les limites
projectives d’indexation connexe. En 1980, Guitart et Lair ont montr$e dans [4] qu’elles
sont (%a $equivalence pr%es) les cat$egories de mod%eles des esquisses dont tous les coˆnes
inductifs distingu$es sont d’indexation discr%ete.
Dans cette note, faisant suite %a [1], on s’int$eresse aux cat$egories accessibles
multicompl%etes, c’est-%a-dire celles dont la cat$egorie oppos$ee est multicocompl%ete.
Malgr$e l’abondance d’exemples naturels, elles n’avaient jamais $et$e consid$er$ees jusqu’%a
pr$esent. Leur $etude ne saurait consister en une simple dualisation de celle des cat$egories
accessibles multicocompl%etes, puisque la cat$egorie oppos$ee d’une cat$egorie accessible
n’est pas, en g$en$eral, accessible. Le r$esultat que nous montrons ici peut donc para@ˆtre
surprenant: les categories accessibles multicompl!etes sont exactement les categories
accessibles possedant les limites inductives d’indexation connexe. Sa d$emonstration
n’est d’ailleurs pas imm$ediate.
Pr$ecisons ici les d$eBnitions, constructions, r$esultats indispensables %a la lecture de la
d$emonstration ci-dessous. Pour plus de d$etails, on renvoie aux articles originaux [4–6].
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(a) Un diagramme  dans une cat$egorie A est un foncteur d’une petite cat$egorie D
(appel$ee indexation du diagramme) vers A.
(b) Soient D et L deux petites cat$egories. On note D . L la cat$egorie obtenue en
adjoignant %a la somme D + L une I%eche unique de tout objet de D vers tout objet
de L.
(c) Soient  et  deux diagrammes dans une cat$egorie A, d’indexations respectives D
et L. On appelle tronc de coˆne inductif dans A construit sur  et  tout diagramme j
dans A d’indexation D . L qui prolonge  et . On $ecrit:
j=(jD;L : (D)→ (L))D∈D;L∈L:
(d) Soient  et  deux diagrammes dans une cat$egorie localement petite A,
d’indexations respectives D et L, et j un tronc de coˆne inductif construit sur  et
. On dit que  est un diagramme localement limite inductive pour , pr$esent$e par j
si, pour tout objet A de A, l’application canoniquement associ$ee %a j
lim→
L∈Lop




(e) Une cat$egorie A est accessible s’il existe un cardinal r$egulier 
 tel que A soit

-accessible, c’est-%a-dire v$eriBe les trois propri$et$es suivantes:
—A poss%ede les limites inductives d’indexation 
-Bltrante;
—la sous-cat$egorie pleine A
 form$ee des objets 
-pr$esentables de A est (essentielle-
ment) petite et dense dans A;
—pour tout objet A de A, la cat$egorie A
=A est 
-Bltrante.
(f) Dans une categorie accessible, les diagrammes localement limite inductive exis-
tent toujours. Plus pr$ecis$ement, si A est 
-accessible, tout diagramme  :D → A,
d’indexation 
-petite et %a valeurs dans A
, admet un diagramme localement limite
inductive  :L → A, %a valeurs dans A
. Il suMt en eNet de prendre le diagramme
canonique  qui envoie tout coˆne inductif de base  et de sommet dans A
 sur son
sommet.
(g) Une esquisse E est une petite categorie (not$ee E et appel$ee support de E) dans
laquelle on distingue certains coˆnes projectifs et=ou inductifs (un tel coˆne a donc pour
base un certain diagramme dans E, dont l’indexation sera aussi appel$ee indexation du
coˆne). Un mod!ele d’une esquisse E est un foncteur de E vers Ens qui transforme les
coˆnes distingu$es de E en coˆnes limite (projective ou inductive) de Ens.
(h) Une cat$egorie A est esquissable si elle est $equivalente %a la cat$egorie Mod(E) des
mod%eles et transformations naturelles d’une certaine esquisse E.
(i) Toute categorie accessible est esquissable. Plus pr$ecis$ement, si A est 
-accessible,
voici comment on obtient une esquisse E telle que A et Mod(E) soient $equivalentes.
On commence par choisir, pour chaque diagramme  :D → A d’indexation 
-petite
et %a valeurs dans A
, un diagramme  :L → A, lui aussi %a valeurs dans A
, qui soit
diagramme localement limite inductive pour . L’esquisse E s’obtient alors en ajoutant
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%a Aop
 , pour chaque , un nouvel objet S, sommet %a la fois d’un coˆne projectif distingu$e
de base  et d’un coˆne inductif distingu$e de base .
(j) Inversement, les cat$egories esquissables sont accessibles. C’est une cons$equence du
“th$eor%eme du diagramme localement libre” de Guitart et Lair.
(k) Dans le cas particulier o%u son indexation est discr%ete, un diagramme localement
limite inductive prend le nom de multilimite inductive. On dit que A est multico-
compl!ete si tout diagramme  dans A admet une multilimite inductive . On dit que
A est multicompl!ete si Aop est multicocompl%ete.
(l) Une cat$egorie est connexe si elle est non vide et si deux objets quelconques peuvent
eˆtre joints par un zigzag de I%eches.
Nous allons comme annonc$e d$emontrer:
Th
eoreme. Soit A une categorie accessible. Les conditions suivantes sont equiva-
lentes:
(a) A est multicompl!ete;
(b) A poss!ede les limites inductives d’indexation connexe.
D
emonstration. Montrons d’abord que (b) entra@ˆne (a). Soient 
 un cardinal r$egulier
et A une cat$egorie 
-accessible poss$edant les limites inductives d’indexation connexe.
Dans un premier temps, nous supposerons que A elle-meˆme est connexe. L’id$ee
de d$epart est d’appliquer la m$ethode g$en$erale pour esquisser une cat$egorie accessi-
ble d$ecrite plus haut, paragraphe (h). Consid$erons donc D une cat$egorie 
-petite et
 :D→ A un diagramme dans A, %a valeurs 
-pr$esentables. Si D est connexe, alors 
a une limite inductive, qui est $evidemment 
-pr$esentable. Si D est discr%ete, la somme∑
D∈D (D) n’existe en g$en$eral pas, mais on sait que  a (au moins un) diagramme
localement somme  :L→ A, %a valeurs -pr$esentables, c’est-%a-dire qu’on dispose d’un




Hom((D); A) ∼= lim−→
L∈Lop
Hom((L); A):
Dans ces conditions, on v$eriBe que L est n$ecessairement non vide. En eNet, dans une
cat$egorie connexe qui a les limites inductives d’indexation connexe, tout diagramme
d’indexation discr%ete est la base d’au moins un coˆne inductif (par “limite inductive
de zigzags”): un tel coˆne inductif devant factoriser %a travers l’un des (L), L ne peut
eˆtre vide. Il y a mieux: L est necessairement connexe. Consid$erons en eNet un cou-
ple (L1; L2) d’objets de L. Si D est vide, alors le diagramme d’indexation discr%ete
((L))L∈{L1 ;L2} est (comme pr$ec$edemment) base d’au moins un coˆne inductif: on en
conclut que les objets L1 et L2 doivent eˆtre connect$es dans L. Si D n’est pas vide, alors
la petite cat$egorie D . {L1; L2} est connexe et on dispose donc de la limite inductive
du diagramme index$e par cette cat$egorie et form$e des I%eches jDL : (D) → (L) pour
D∈D et L∈{L1; L2}. On obtient alors un coˆne inductif de base , factorisant %a la
fois %a travers (L1) et (L2): on conclut encore que les objets L1 et L2 doivent eˆtre
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connect$es dans L. Ainsi A $equivaut %a la cat$egorie des mod%eles d’une esquisse dont tous
les coˆnes projectifs distingu$es sont d’indexation 
-petite et tous les coˆnes inductifs dis-
tingu$es sont d’indexation connexe (les indexations des coˆnes inductifs distingu$es sont en
eNet les les duales de celles de diagrammes localement limite inductive des diagrammes
d’indexation 
-petite %a valeurs 
-pr$esentables dans A; on note ici qu’on peut sans perte
de g$en$eralit$e supposer cette derni%ere indexation soit discr%ete, soit connexe). On observe
ensuite que la cat$egorie des mod%eles d’une esquisse dont tous les coˆnes inductifs dis-
tingu$es sont d’indexation connexe poss%ede un objet terminal, celui-ci se calculant point
par point. On a donc montr$e (sous l’hypoth%ese de sa connexit$e) que A poss%ede un objet
terminal.
Nous revenons maintenant au cas g$en$eral o%u A n’est pas n$ecessairement connexe.
On d$ecompose alors A en composantes connexes. Celles-ci sont aussi 
-accessibles et
%a limites inductives d’indexation connexe. Surtout, elles sont n$ecessairement en nom-
bre petit: sinon, A admettrait une classe propre de classes d’isomorphismes d’objets

-pr$esentables. Le diagramme vide dans A admet donc une multilimite projective: c’est
la famille form$ee des objets terminaux des composantes connexes. EnBn, montrer que
tout diagramme  : I → A admet une multilimite projective revient %a montrer qu’on
peut applique la conclusion pr$ec$edente %a la cat$egorie Coˆne←−−−() des coˆnes projectifs dans
A de base . C’est possible, car celle-ci est accessible et poss%ede les limites inductives
d’indexation connexe (ces derni%eres y sont cr$e$ees par le foncteur “sommet”). Ceci
termine la d$emonstration de (b)⇒ (a).
Montrons maintenant que (a) entra@ˆne (b). Soient D une cat$egorie petite et connexe
et  :D→ A un diagramme. On sait qu’il existe une petite cat$egorie L, un diagramme
 : L→ A et un tronc de coˆne inductif (jDL : (D)→ (L))D∈D;L∈L pr$esentant  comme
diagramme localement limite inductive pour . On peut, sans perte de g$en$eralit$e, sup-
poser que  est sature, au sens suivant: si on a dans A une I%eche f : (L) → (L′)
v$eriBant fjDL= jDL′ pour tout objet D de D, alors il existe dans L une I%eche l :L→ L′
telle que f= (l). (Ainsi le diagramme localement limite inductive canonique, qui as-
socie son sommet %a tout coˆne inductif de base  et de sommet 
-pr$esentable, est satur$e.)
On sait aussi qu’il existe une petite cat$egorie discr!ete M, un diagramme  :M → A
et un tronc de coˆne projectif (pML :(M)→ (L))M∈M; L∈L pr$esentant  comme mul-
tilimite projective de . Pour chaque objet D de D, il existe donc un objet M de M
et une I%eche h : (D) → (M), uniques, tels que pMLh= jDL pour tout objet L de L.
Si d :D → D′ est une I%eche de D, on dispose ainsi de (M; h) et (M ′; h′) tels que
pMLh= jDL et pM ′Lh′= jD′L. Mais jDL=dD′L(d)=pM ′Lh′(d): par unicit$e, il vient
alors M =M ′ et h′(d)= h. Puisque D est (non vide et) connexe, on conclut facile-
ment qu’il existe un meˆme objet M0 de M et un coˆne inductif (hD : (D) → M0)D∈D
tel que, pour tout objet L de L, on ait pM0LhD = jDL. On va montrer que (M0) est
limite projective de —autrement dit que M est r$eduite %a l’objet M0. Soit pour cela
(qL :C → (L))L∈L un coˆne projectif de base . Puisque  est un diagramme localement
limite inductive pour , il existe au moins un objet L0 de L et une I%eche f : (L0)→
M0 telle que fjDL0 = hD pour tout objet D de D. Posons h=fqL0 :C → (M0). Il
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est facile de voir que la I%eche h ne d$epend pas du choix de L0, puisque deux tels
choix sont toujours connect$es par un zigzag. Fixons L et montrons pM0Lh= qL. Notons
que, pour tout D, la I%eche pM0Lf : (L0) → (L) v$eriBe: pM0LfjDL0 =pM0LhD = jDL.
Puisqu’on a suppos$e  satur$e, il existe l :L0 → L telle que pM0Lf= (l); alors on a
bien: pM0Lh=pM0LfqL0 = (l)qL0 = qL. De plus,  $etant multilimite projective de , le
coˆne (qL)L∈L ne peut pas factoriser %a travers un M 	=M0, ni par une I%eche h 	= hL. On
a donc bien (M0)= lim←− . Ainsi la cat$egorie Coˆne−−−→() des coˆnes inductifs de base 
poss%ede une sous-cat$egorie pleine initiale C′, celle des coˆnes dont le sommet est un
objet de la forme (L), telle que le foncteur d’inclusion de C′ dans Coˆne−−−→() admette
une limite projective, %a savoir (hD : (D) → M0)D∈D. Cela implique que la (grande)
limite projective du foncteur idCoˆne−→() existe, et donc Coˆne−−−→() poss%ede un objet initial,
ce qui signiBe que  a une limite inductive.
Veut-on des exemples de cat$egories accessibles v$eriBant les conditions $equivalentes
du th$eor%eme pr$ec$edent? La proposition suivante en fournit une large classe. Nous
dirons qu’une esquisse est presque inductive si tous ses coˆnes projectifs distingu$es
sont d’indexation vide (ses coˆnes inductifs distingu$es $etant quelconques).
Corollaire. La categorie des mod!eles d’une esquisse presque inductive est une
categorie accessible multicompl!ete.
D
emonstration. Elle poss%ede clairement les limites inductives d’indexation connexe,
celles-ci se calculant point par point. Il suMt alors d’appliquer le th$eor%eme pr$ec$edent.
Citons la cat$egorie des ensembles non vides, celle des graphes r$eIexifs connexes,
celle des G-ensembles homog%enes (o%u G est un groupe Bx$e), etc.
Remarque. (a) Une d$emonstration directe du corollaire ci-dessus est propos$ee dans [1]:
on y observe que la cat$egorie des mod%eles d’une esquisse presque inductive s’identiBe
%a une sous-cat$egorie multicor$eIexive d’une cat$egorie compl%ete. Il s’agit donc d’une
d$emonstration externe, ou “par le haut”, alors que la m$ethode choisie dans le pr$esent
article est celle d’une d$emonstration interne, ou “par le bas”. Il nous semble que les
m$ethodes internes sont plus constructives et proches de la th$eorie des esquisses. Elles
$evitent de plus d’inutiles consid$erations sur la taille des cat$egories.
(b) La r$eciproque du corollaire est fausse: voir des contre-exemples en [1].
(c) Dans [1], on introduit la classe des esquisses “sp$eciales” et on montre que toute
cat$egorie accessible multicompl%ete est esquissable par une esquisse sp$eciale. On peut
montrer que la r$eciproque est vraie, et qu’une version “avec rang” de ce th$eor%eme est
exacte.
(d) Les cat$egories accessibles conditionnellement compl!etes sont des cat$egories ac-
cessibles multicompl%etes particuli%eres: celles o%u les multilimites projectives sont in-
dex$ees par une cat$egorie ayant au plus une I%eche. Ce sont exactement les cat$egories
accessibles admettant les limites inductives d’indexation non vide (cf. [2]).
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